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Ermittlung der F- und G-Matrixelemente fiir aehtfach koordinierte 
Verbindungen vom Typ des archimedischen Antiprismas 

Von 

I"I. ]~. SCItL~FER un~ ]I. F. WASGESTIAN 

Als Grundlage ffir eine Deutung der Schwingungsspektren des Kaliumoctoeyanomolybdats 
wird ffir ein Molekfil der Symmetrie D4~ ein Satz orthonormierter innerer Symmetriekoordi- 
naten angegeben. Die Elemente der F- und G-Matrix werden naeh der Methode yon WILSO~ 
[8, 9] bereehnet. 

A set of orthonormalized internal symmetry coordinates for a molecule of D4~ symmetry 
is given as a basis for the interpretation of the vibration spectra of potassium octoeyanomolyb- 
date. The F and G matrix elements are calculated by WILSON'S [8, 9] method. 

Un jeu de eoordonn6es intramol6culaires et orthonorm4es pour la sym6trie D4~ est donn6 
afin d'avoir une base pour l'interpr6tation des spectres vibratoires du molybdate octocyanur6 
de potassium. Les ~16ments des matrices F et G sont calcul@s d'apr~s WILso~ [8, 9]. 

Die Arbeiten yon STA.4M~VII%EICH und S2LLA [7] haben die Diskussion um die 
Struktur des K~]iumoctocyanomolybdat(IV), K 4 [Mo(C,N)s]. 2 H20, erneut be- 
lebt. Danaeh seheinen im gelSsten Zustand die Ionen [Mo(C~Y)s] 4- eine antipris- 
matische Struktur (Symmetrie Da~) zu besitzen. Fiir das kristallisierte Dihydrat 
haben dagegen neuere rSntgenographisehe Untersuehungen yon HOARD und 
SIZVE~TO~ [4] die alten Ergebnisse yon HOARD und I~ORDSIECK [3] best~tigt, 
wonaeh das Ion eine dodekaedrisehe Struktur der Symmetric D2~ besitzt. 

Da eine ligandenfeldtheoretische Rechnung, die yon G L I ~ A ~  [2] auf Grund 
eines Da~-Modells vorgenommen wurde, zu guter Ubereinstimmung mit den yon 
K6~m [5] gemessenen Elektronenspektren geffihrt hat, schien es yon Interesse, 
aneh die Wilsonsehe lV[ethode [8, 9] der F- und G-Matrizen auf das Modell des 
arehimedischen Ant:iprismas (Symmetrie D4~ ) anzuwenden. Die entsprechenden 
l~eehnungen fiir die Symmetrie D2~ wurden bereits yon SALVETTI [6] durchgefiihrt. 

])as Modell und die verwendeten inneren Koordinaten 

Das Ion [Mo(CN)8] 4- besteht aus ~7 Atomen. Nach Abzug der Freiheitsgrade 
der Translation und Rotation bleiben 45 innere Freiheitsgrade. 

Ffir die Berechnung wurde die Konfiguration eines idealen archimedischen 
Antiprismas angenommen, bei dem alle Kanten yon gleicher L~nge sind. Die 
CN--Ionen befmden sich in den Ecken und bilden lineare Mo-C-N-Ket ten gleicher 
L~nge. Das archimedische Antiprismu wird yon 8 gleichseitigen Dreiecken und 
zwei Quadraten begrenzt. Man erh/~lt ein archimedisches Antiprisma, wenn man 
zwei gegenfiberliegende Fli~chen eines Wfirfels (Kantenl~nge a) um 45 ~  die 
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dutch die Fl~chenmitten gehende Achse gegeneinander dreht. Damit a]le Kanten 

gleich lang werden, miissen die beiden Fliichen noch ~uf den Abstand a a 
gens werden (gestauchtes Antiprisma). ~ 2 

Bei der Symmetrie Dad sp~ltet die S~kulargleiehung des Schwingungsproblems 
in folgende Rassen ~uf (Bezeichnungen nach [9], S. 328): 

F =  4A~ § A~ § 2 B~ § 4 B~ § 6E~ § 6E~§  5E~. 

Davon sind die Schwingungen der Rassen A1,  E~ und E a Raman-aktiv, die der 
Rassen E~ und B~ infrarotaktiv. Ramanlinien, die zu A~ geh5ren, sind polarisiert. 

Ein geeigneter Satz innerer Koordinaten ist gegeben durch: 

J 

J 
Fig. l .  Bezeichnung der Atome und Lage der inneren Koordinaten  

I. die J~nderungen der Ab- 
sti~nde M o - -  Ct (i = i -  8): 
m x  1 . . . .  , A z  8 ; 

2. die ~nderungen der Ab- 
stgnde C~ -- N~: Ayl . . . . .  A Ys; 

3. die ~nderungen der Win- 
kel C - -  M o  - -  C, die eine Qua- 
dratseite einschlie~en: Aal=, 
A~a, A~34, A~14, A~5~, A~67, 
A~Ts, A~58; 

4. die ~nderungen der Win- 
kel C -  M o -  C, d i e  eine der 
Dreiecksseiten einschlie~en : 

5. die Deformationen der gestreckten Winkel M o  - -  C~ - -  -hT,, d ie  in der Spiegel- 
ebene liegen, die durch C, nnd N, hindurchgeht : AS 1 . . . . .  A~8; 

6. die zu den zJ$, senkrechten Deformationen der gestreckten Winkel 
M o  - -  C~ - -  N~ : A y l  . . . . .  A y  8. 

Die Deformationen A~ nehmen positive Werte an, wenn sich C, aus dem 
Antiprisma herausbewegt. Ay, ist positiv, wenn sich das beteiligte C-Atom in 
Richtung auf das benachbarte mit dem um eins kleineren Index bewegt. 

Die Bezeiehnung der Atome und die Late der inneren Koordinaten sind aus 
Fig. I zu ersehen. 

Aus diesen inneren Koordinaten l~Bt sieh der in Tab. i angegebene Satz yon 
orthonormierten Symmetriekoordinaten gewinnen. Zu diesen 48 Symmetriekoordi- 
naten gehSren drei Nebenbedingungen: 

- -  4 2 �9 V2s : o. , +  = 0 ;  " .  - = 0 ,  = 

F-Matrix 

Die vollst~ndige harmonische Potentialfunktion enth~lt i176 Glieder. Infolge 
der vergleichsweise hohen Symmetrie treten jedoch nur i00 verschiedene l(raft- 
konstanten auf. Aus diesen erh~lt man die Elemente der F-Matrix (Tab. 2). 
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A1 

A 2 

B1 

B~ 

E~ 

Te~belle t ,  Symmelriekoordinaten 

A~ 1 
S~ = ~ (Ax~ + Ax~ + Ax s + Ax~ + Ax~ + Ax~ + Ax~ + Axs) 

S~J ~ = ~ (Ay~ + Ay~ + Ay s + Ay~ + Ay~ + Ay~ + Ay~ + Ays) 

S~ ~ = l I ~  (Acr + .da~ + Aa~  + Aa~  + Aa~ + Aa~ + Aa~s + Aor ) 

S ~  = 

8~ ~ = ~ (A6~ + A6~ + Ads + A6~ + A6~ + AO~ + A6: + Ads) 

SA ~ = t 

S~ ~ 

SE~ = 
Y2 

1 

1 
= ~ (dy~ + zly~ + A7'3 + Ay~ - -  A y  5 - -  A y  6 - -  Ay7 - -  d y , )  

1 
= ~ ( d x  1 + A x  2 + A x  3 + Ax~ - -  A x  5 - -  A x  6 - -  A x  7 - -  dxs )  

1 
= ~ ( d y ,  + dy=  + dya  + d y ~ - - d y s - - d y 6 - - d y 7 - - A y s )  

1 
= ~ - ( A ~ 1 2  + Aa23 + Aces4 + A a ~ 4 - - A ~ 5 6 - - A e c G 7 - - d c r  

1 
= ~ - ( A 6 ~  + A62 + A63 + ,d~--A65 --A6G--A67 --A68) 

"I I 
= ~- [Ax~ --Ax~ + ~ (Ax~ --Ax~ --Ax~ + Axe)] 

'1 1 
= ~T [Ax~ - -  Ax~ + ~ (Ax~ + A x  6 - -  zi~.c~ - -  Azs)] 

= {, [Ay, - -ay~ + -V~ (Ay~ --ay~ --ay~ + Ays) ] 

~[ [ A ~ s  - -  A ~  + ~ (A~,~ - -  A ~  - -  A ~  + A ~ ) ]  

~- [ A ~  --  Ac,~s + ~ (A %~ + A ~  - -  zlo~ - -  A ~ ) ]  

~1 't 1 

'1 1 

2 [zi7~ - -  z17~ + ~ (A7~ --  Ay~ -- 2y~ + zlys) ] 

# [ A 6 ~ - - A ~  + ( A ~ - - A ~ - - A a ~  + A6s) ] 

:[ l 
z::~ [A6~ --A6~ + ~ (A6s + A6~ --A6~ --, A6s) ] 
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E2 

Ea 

~ x E o 2  

&= 

&= 

&= 

&= 

&= 

Tabelle  1 (For~se~zung) 

~- (AX 1 - -  A x  2 + A x  3 - -Ax4)  

(Ax5 - -  AX 6 + z~X 7 - -  gJXs) 

~- (Ay~ - -  Ay~ + A y  a - - A y e )  

~- (Ay~ - - A y ,  + Ay7 - - A y s )  

( A o ~  - -  A~x,7 + ACVTS - -  A~x~,) 

( - - A ~ x ~  + Aorta --Ao:a~ + A~xl~) 

:1 

(Ay~ - -  Ayo + A~7 - -  Ays)  

(AT1 - - A T ~  + A~s - - A ~ )  

:1 
(A~l - -  A ~  + A6a - -  A ~ )  

I 
(A6~ - -  A ~  + A67 - -  A6s) 

t tt 
~- [AXl - - A X  3 -- ~--~ (zJX 5 - - A x  6 - - z J x  7 + zJxs) ] 

[Az~ - Ax~ - ~ (Ax~ + Ax. -- Ax~ -- Axs)] 

[Ay~ - -  A y  3 - -  - ~  (Ay~ - -  Ayn - -  z ly  7 + Ays) ] 

[Ay2 - -  Aya - -  ~ (Ay~ + Ay~ - -  Ay7 - -  Ays) ] 

~- /A ~ 8  - -  A c,67 - -  ~ (A ~1~ - -  A ~ - -  A %~ + A cq~)] 

1 1 

~t '1 t 

= 2 j / ~ =  [(1 - -  ~ )(Afl~ ~ + A/~2. - - d / ~ 7  - - , J&s )  - -  ~ (A~I~ - -A31 . + zJ33 ~ --Afla7)J 

'1 l 
= ~- [A72 - -  A74 - -  - ~  (A75 + Ay6 - -  A y  7 - -  ZI~,s) ] 

2 lay1 - -  ZIy3 - -  ~ (Ay5 - -  Ay6 - -  Ay7 + Zl~'S)J 
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Tabelle 2. F.Matrixelemente 

( ' )  - ~ : + W (L~ + / ;p  + 12p + I;}) 
F ~  = / ,~  + 2/;a + "/'~'o + 2 ]+ + 2 f++ 

YN'~ = iNN + 2 I;,~, + I:,N + ~ IN + + ~ I;?- 
FN2 = 2IN`` + 2f~`` + 1+`̀  + 2IN ++ + lu+~ ++ 

( ' )  

.A~ Yvv 

B1 

~r ~ 1 ~ -  2 I L  + ~ 1 ~ -  ~ f L  

& Y 2  = 1= + 2 / L  + 1;', - ~ / +, - 2 Is 
Fx~' = I,N + 2 l;,, + f L  - -  ~ I3  --2 I L  + 
F,2 = 2/,~ + 2f;.--f+~, --21;~ + --Ix+2 + 

E: F 2  = / , ~ - I L  + Y~ (IL _ /2+) 
+ + +  

t ~ ,  = 1 + - I + 2  .+ + V 2  ( I = , -  /[~``) 
1 

( , ) '  
�9 o - Lo ) 

F~,~ = /NN--/L + ~ ( 1 +  - 1 + + )  
F ~  = IN + --f~+2 '-+ + r  {l~``--s 

1 

+ I + ~, (1 ;~-  1;;~) 

t~ae~ = faa- -  f'~, + r  

E~ ~ 2  = f = -  ~ /:L + IL 
Y~9 = t,~ - ~, I;N + .,'L 
F,~ = -/x+a + 2 ~++ - ~+++ 
Fz e} = V2  (/x~ - -  i;~ - -  t'~'~ + I '~ ) 
F ~  = - -  ~ f +  + 2 I L  + 

G 9  = - ~ / # + ~ I ;+~ + 

( ' )  
- + + + + 5 ; )  

~'s9 =/ss  + 2 f;s + fs; + ~ I~ +2 I~ + 

B1 

.FNB ~ = %``  ' + ++ !+++ + 2IN,--/y`` --2IN`` - -  
F,,~' = f,,~ + 2 .G + Ij~ - -  2 1~ - -  2 .,?~+ 
-~."~ = f,~ + 2I/,,, + 1 ' ~ ` ` - - 2 I , + - - 2 L \  + 

, + 
v ~  = 2/,~ + 2 I;~ - I , ~ -  21 ++  - / ,+~ ++ 
F&, = I ~  + 2 l h  + I~'~ - 2 I ~ -  2 / ~  + 

1 

.F~ = (2 + VE) : (f``,~ - / , : ~ )  + 

( + : + ~ (.t2~-/2,~) 

= - 2 / . ~ ,  - I / 2  ( / .~ ,  + 1``~,) 

r . ~  = la+~ - l$s ++ + ~ ( l o w -  s 
+ + +  

1 

=, = - (2 + r163 ~ (1~, + /~ , )  - 1 
1 

.F~ = (2 + ~ - )  ~ (b,~ - -  1~;) + 

~ - , ,  ~ + ++ 
= fv,  f , ,  + V2 (Ivy - / ~  ) 

F~/~ ' + ++ - 2 f~,,~ - ~ -  (1~,~ + I~,~ ) 

F ~  = 1~ - E~ + ~/2-(1~ - 1 ++)  

F~.:~ = - i+~ + 2 i++ - l + + +  
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E~ s ~  = 1 = -  I'L -V~- ( I$ .  - lz+. +) 
~".~ = f x . -  f D - ~ Z  (iD - ID +) 
~ 2  = Ix+<, - I~++ - l iF  (l~<, -/;<<) + 

t - -  

-0 + ~-~-) (1;'~- 1;}) 

-'L9 = - ~ &, + l ~ ( l ~  + s% +) 
~<I = l,,<~- f~ '~ -vT - ( /+  - I ~  +) 

~ .~  = / + :  - I  t + +  - v ~ ( i . :  -D,) + 
1 

+~- 

~ = I~  - U~ - r  r  - i k  +) 
F~ = 1~<,-i ' . '<,-7~(1.+. -1+.2)  + 

F b  

- (~  + 1/~)(i~,~ - 1".'~) + 
1 "1 ,, 

+-~-(1 + ~ ) [ f / ~  --/,~,~ --  

= -~,'++.~,~. + 1G(&~ + I< :~ , ) -  

2 
( ' )  

= 1;1 - l . + y +  - I / F  (I~,<~ - I,~<~) + 
l 

( '  
F~,~, = / w -  " -- + ++ 
F~.9 = - -  e 1;~ + 1/~ (1~  + / + < r  
F , ~  = 1,~,~ - -  1~'<~ - -  1 / ~ ( l  + - -  1 ~ + )  

Die Hauptkraf tkonstanten/ t t  sind die reinen zweiten Ableitungen der Poten- 
t ialfunktion V nach den inneren Koordinaten 

~2 V ~2 V 

US~V. 

Entspreehend sind die Wechselwirkungskonstanten /st (s ~ t) sowie /'st, ]~'t, 
l:;,/~+,, ++ IW + ]st , (s = t oder s =k t) die gemisehten zweiten Ableitungen. 

Alle ungestriehenen Konstanten [st geh6ren zu Koordinatenpa~aren mi~ einem 
gemeinsamen Index i; so ist z. B. : 

~ V ~ V ~2 V 

Im F&lle der doppelt indizierten Koordinaten A a~  und zJfl~l k6nnen zwei 
symmetriseh nieht &quivalentc Paare A~i~Af l~  mit gemeins~men Index i ge- 
bildet werden. Geometrisch bedeutet diese T~tsaehe, dab im &rchimedischen Anti- 
prisma die Ebenen, in denen die Winkel a/~ und fl~l gemessen werden, genau zwei 
versehiedene Winkel bilden kSnnen. Aus diesem Grunde gehSren zu den beiden 
Typen yon Koordinatenpaaren such versehiedene Kraftkonstanten. Die unge- 
striehene Konstante ],Z geh6rt dabei zu dem Paar, dessen Ebenen den kleineren 
Winkel einschliel]en. Die andere Konstante wird mit ]'~,~ bezeichnet. Zum Bei- 
spiel ist 

82 V ~2 V 

Die weiteren Weehselwirkungskonstanten werden nach der rel~tiven Lage der 
beteiligten Koordinaten untersehieden. Bei den Koordinaten zJx~, Aye, z]a~k, Aye, 
zJS~ bedeuten gestriehene Kraftkonstanten, dal~ die beiden beteiligten Koordinaten 
derselben Quadratfl~ehe zugeordnet sind. Die Kraftkonstanten mit Kreuzen fs +, 
f++, f+++, die sich auf die genannten ffinf Koordin~en beziehen,werden mit jeweils 
zwei Koordinaten gebildet, die vemchiedenen Quadraten zugeordnet sind. 
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AlO/ff  

A~ G #  

B1 G ~  

B~ 
G w 

@- 

@ 

@ 

@ 

E1 G~ 

@ 

@ 

@ 

= #c 

= 0  

= 0  

Tabelle 3. G-Matr i xe l emen te  

O}4~ = 0 

G~ A' = 0 

= I + V ~  

= pc (~ + V)2 + #u~2 

=~+V-~-  ~t~o G~v ~ + V ~  

= (~ + ~)2te e + ~ # ~  
S ttMo G~B~ = ,uc + ,u~v 

= #~ + ~1 + 2 V - 2  
= - - # c  GB~ = 0 

~.6 V 2 ~  #Mo 

= - 0  + 27~) V~-~/~ a ~  = o 
4 

- ~ + 2 ~  
2 ~ # ~  648~#Mo 

= ~ + ~  + (~ + 2 r  (z +V~) 
]/~U/tr 32 ~ pMo 

=(e + V)~# ~ + V~t~ + t + 2V-ff ~M~ 
s V-~,Mo ~ , ~  = o 

= " ~  + z V ~  ~ = o  
: = o  

6 V-2~ ktMo Gv~ = 0 

= - 0  + 2 V ~  V Y T V ~  
1,6 gUMo G~c,,~ = 2 ~ fte ~-, 

= - ~ + 2 v'-Z 

/ 4  + / ~  
GE~ 

= - ~  . + 2 V ~  

= ktc + lx~v 

32 ~: # io  

(~ + 2 V~) (l + V~ 
2 ~=#~ 32 ~2#Mo + 

= - (2 + V~-)~/~ (~ + 2 V ~  V-~ + V ~  

= -  +V-2- o (~ + ~)#o 

- V (~ + V T )  (~ + 2 V~-)  

~(~ +~)#o  

Gb~ = ~ c ( ~  +~)2 + tt~v~ 

5 + 2 V 2  2 o t 6 V 2 ~  

- 2 + V g  ~ + 1 + ~ - ~  #M~ 
V 4  + V T  8 V - f  o ~ 

4 4 
8 V 2 O  a 

= ~]2#u + (0 + ~])~/~ + 4~21~Mo 
4 q2l~Mo 

VI + 2 V ~  
= ~fi#N + (q + ~)2#~ + 4 ~ ttMo 

I + 2 / ~  
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E~ 
Tabelle 3 (Fortsetzung) 

~v = -- [ 2  + 2 V2- q (e + ~)l* GvE~ = 0 
G~E~ ~ = 0 

a s  ~ 2(~ +2~Y)  a ~ = y - ~ ( ~  + v - 2 ) e ( e + v ) s ~  

= Grg = 0 

G'~ G~ ~ ~ 2 ~  + 2~2) 

Ea GEa ttc GEa = 0 @ (@ + v/) #~ 

G~3 ~y = - - t t c  G F~3 = 0  y~,, 
GE~ = 0 G Ea rv = ~]2#~ + (@ + ~)2tt ~ 

G~ = 0 

GE~ G E3 V 1  +2v~-  

Die zu den Koordinaten A~,l geh5renden Kraftkonstanten /~,  /~a, /~,  /~-~+ 
werden nach der l~ichtung der beteiligten Winkel unterschieden. Zu den gestriche- 
nen Konstanten geh6ren jeweils zwei Winkel, die durch eine Drehung um die 
vierz~hlige Achse ineinander fibergefiihrt werden, zu den Konst~nten/~a und/s+~ + 
die iibrigen Paare Afl~ Afl3"m. 

Bei den Paaren, die aus einer Koordinate 3~iz und einer der fibrigen Koordi- 
naten bestehen, ist weder eine Unterscheidung nach der ~ichtung der Winkel/Siz 
noch nach der Zugeh6rigkeit zu einer der beiden Quadr~tflachen mSglich. In  
diesem Fall treten nur gestrichene Konstanten auf. 

Die Anzahl der S~riche oder Kreuze richter sich nach dem Abstand der be- 
teiligten Koordin~ten. Konstanten mit  einem Strich oder Kreuz stehen in der 
Potentialfunktion bei benachbarten Paaren, jene mit  zwei Strichen oder Kreuzen 
bei Pa~ren iibern~ehster Naehbarn nnd die mit  drei Strichen oder Kreuzen ge- 
h6ren zu Paaren gegeniiberliegender Koordinaten. 

G-Matrix 

Die Elemente der G-Matrix wurden nach der Methode yon WILSO~ [8, 9] und 
der fiir lineare 1Vfolekfile (lineare Mo - -  C - -  N-Ketten)  gfiltigen Erweiterung yon 
FERIGLE und MEIST~g [1] berechnet. 

In  der Tab. 3 bedeuten: 
@ den reziproken Abstand Mo - -  C, 
~7 den reziproken Abstand C - -  N, 
#~ die reziproke Masse des Atoms a. 

Wir danken Herrn Dr. G. GLI~AN~ fiir wer~volle Diskussionen. 
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